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Le contexte général

Notre travail s’inscrit dans le domaine de l'interprétation abstraite ini-
tié par Patrick Cousot & la fin des années 70. L’interprétation abstraite est
une théorie de I'approximation stire de sémantiques de langages de program-
mation principalement utilisée pour l'analyse et la vérification statique de
programmes.

Plus particuliérement, notre travail s’intéresse aux domaines numériques
abstraits dont se servent ces analyseurs pour représenter les valeurs numé-
riques d’un programme et en approximer les calculs. Dés la fin des années
70 coexistent le domaine simple et peu expressif des intervalles permettant
de borner les valeurs de chaque variable et le domaine des polyédres trés
coliteux mais permettant de représenter toutes les inégalités linéaires entre
les variables d’un programme.

Depuis, et surtout cette derniére décennie, de nouveaux domaines nu-
mériques — dits domaines faiblement relationnels — ont été congus pour
répondre a différents besoins d’expressivité, de précision et de cott. Le plus
connu d’entre eux étant certainement le domaines des octogones qui permet
de borner les sommes et les différences de toute paire de variables.

Le probléme étudié

Parallélement, les besoins d’analyse et de vérification statiques se sont
développés et I'on a maintenant a faire face & ’analyse de programmes de
trés grande taille, comme les programmes des avions Airbus. Néanmoins,
seuls les intervalles sont capables, sans modification, de passer a I’échelle
d’une telle analyse.

Il y a donc une nécessité de développer de nouveaux outils afin de ré-
pondre a cette demande, a la fois de maniére précise et efficace. C’est pour-
quoi des analyseurs, comme Astrée, ont vu le jour. Pour faire passer a ’échelle
les domaines numériques faiblement relationnels, ils découpent ces derniers
en fragments, appelés packs. Cependant ce découpage reste incomplet car ils
engendrent d’importantes pertes d’informations, qui peuvent rendre ’ana-



lyse plus longue et moins précise. Il nous semblait a la fois nécessaire et
possible d’y apporter une amélioration.

La contribution proposée

S’il est impossible de conserver toutes les relations entre toutes les va-
riables, il est néanmoins possible d’en conserver un certain nombre et de les
choisir judicieusement afin de garder une précision maximale.

La ou le graphe des relations était complet, nous avons proposé de nous
restreindre a un sous-graphe. A partir de 13, nous avons étudié différentes
formes de sous-graphe afin de trouver celles qui permettraient de garder un
maximum de relations tout ayant un coiit en temps le plus faible possible.

Ce graphe a la forme d’un arbre de graphes complets, ce qui explique
le nom de notre domaine. Nous 'avons d’abord appliqué au domaine des
octogones puis 'avons généralisé en définissant un cadre formel qui englobe
tout domaine numérique abstrait d’inégalités linéaires.

Les arguments en faveur de sa validité

Cette solution permet assurément de réduire le nombre de relations sto-
ckées et est évidemment meilleure que toute solution sans relation. Cepen-
dant, il fallait également montrer son effectivité. Pour cela nous avons dé-
veloppé les algorithmes nécessaires aux différentes opérations d’un domaine
abstrait et en avons prouver la correction et lefficacité.

Meéme si de maniére stire notre solution est au moins aussi efficace et
précise qu’une solution avec des packs sans relations, il reste & la mettre a
I’épreuve d’une implémentation. Malheureusement celle-ci est plus complexe
que I'implémentation d’un domaine quelconque, nous n’avons pas eu le temps
de la terminer.

Le bilan et les perspectives

Notre approche est certes générale mais peut encore sans doute étre éten-
due selon les besoins a d’autres classes de domaines numériques. Il faudra at-
tendre la fin de 'implémentation pour mesurer exactement les retombées en
termes d’efficacité et de précision. A ce moment, nous espérons que notre ap-
proche pourra étre utilisée dans des analyseurs comme Astrée et que d’autres
chercheurs pourront profiter de notre travail afin de développer des domaines
abstraits qui passent & ’échelle.

Il n’y a pas une bonne question & poser, notre travail ouvre de nombreuses
perspectives dans 'amélioration de ’efficacité des domaines relationnels, no-
tamment dans la recherche de formes efficaces de sous-graphes, de mélanges
de différents domaines numériques partageant des relations, et surtout dans
I’étude de la meilleure expressivité d’'un domaine en fonction des relations
explicites ou implicites présentes dans un programme.
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1 Introduction et motivation

1.1 Interprétation abstraite et domaines numériques

L’interprétation abstraite est une théorie de ’approximation stire de sé-
mantiques de langages de programmation [6] principalement utilisée pour
I’analyse et la vérification statique de programmes. Un point important dans
la conception d’un interpréteur abstrait est le choix de domaines abstraits
adaptés. Un domaine numérique abstrait est la donnée d’'un ensemble per-
mettant de représenter une sur-approximation des valeurs numériques d’un
programme, et d’algorithmes efficaces pour calculer des abstractions des opé-
rations du langage.

Intervalles Le domaine des intervalles est présent dés les origines de l'in-
terprétation abstraite [5]. Il permet d’approximer les valeurs prises par une
variable numérique par un intervalle, éventuellement infini. C’est sans doute
le plus utilisé des domaines non relationnels, car il permet de représenter les
propriétés intéressantes dans la vérification statique de bornes d’indices de
tableaux, de dépassement de capacité, de division par zéro, etc.

Polyédres Trés vite, I'interprétation abstraite non relationelle a montré
ses limites. Méme si ’on ne souhaite observer que des intervalles, les preuves
d’invariants de boucles peuvent nécessiter des relations plus complexes. Le
domaine des polyeédres |17, 8] a été congu pour exprimer toutes les inégalités
linéaires existant entre les variables d’un programme. C’est donc un domaine
trés précis, mais cette précision a un colit — exponentiel en la taille du
programme — qui le restreint a étre utilisé dans ’analyse de programmes de
petite taille.

Domaines intermédiaires De nombreux domaines numériques abstraits
ont été congus pour capturer des propriétés de différentes formes, dont des
congruences, les grid [9], les quadtrees [15], les ellipsoides [10], etc.



Nous nous concentrerons sur les propriétés d’inégalités linéaires car la
majorité des invariants prend cette forme dans la plupart des programmes.
Depuis une dizaine d’années, on s’intéresse & des domaines numériques re-
lationnels dont le but est de pouvoir trouver des propriétés plus complexes
(par exemple x < y) qu’avec les intervalles mais dont le cotlit en temps est
inférieur a celui des polyédres afin de faire passer a I’échelle les analyses de
programmes de grande taille.

1.2 Domaines numériques abstraits intermédiaires

Des polyédres améliorés De nombreux travaux ont été effectués sur les
polyédres dans le but de les accélérer [12, 19]. Cependant le cotit reste excessif
et ce genre de domaine n’est pas utilisé dans ’analyse de programmes de trés
grande taille [7].

Domaines faiblement relationnels Les domaines faiblement relation-
nels permettent d’exhiber des propriétés sur un petit nombre de variables.
Ce sont surtout des domaines 2-relationnels qui ont été développés car le
nombre de relations est quadratique en le nombre de variables. Nous pouvons
citer les domaines suivant : les zones (ou DBMs difference bound matrices)
[21] qui permet de borner les différences entre toute paire de variables; les
octogones [22] qui, en plus, permet de borner les sommes de deux variables ;
les logaédres [14] qui permet de borner les différences et les sommes de deux
variables coefficientées par une puissance de deux; les TVPI (two variables
per inequality) [25] ou cette fois les coefficients peuvent étre quelconques;
les octaédres [4] qui est un mélange des polyédres et des octogones. Le cotit
des opérations sur ces domaines est généralement polynomial (au minimum
cubique). Ils donnent donc de trés bons résultats sur des programmes de
taille petite & moyenne mais finalement ne passent pas & 1’échelle non plus
s’ils sont utilisés tel quel.

A ces cinq domaines, s’ajoutent d’autres domaines faiblement relationnels
qui ont été développés pour des besoins spécifiques comme les pentagones
[20] ou les DBMs avec inégalités [23].

Un point commun important de ces domaines est 'opération de complé-
tion — qui se fait généralement par propagation de contraintes — dont le
but est de rendre explicite les relations implicites. C’est une opération es-
sentielle car nécessaire a la plupart des autres opérations, sa complexité est
donc un point déterminant a I'efficacité du domaine.

Un autre domaine d’inégalités linéaire est celui des templates [24] o la
forme des contraintes trouvées est choisie par 'utilisateur. Cependant 1’algo-
rithme proposé utilise les méthodes mathématiques génériques de résolutions
de systémes d’inégalités linéaires et n’est pas optimisé pour certaines formes.



1.3 Bilan

Les domaines faiblement relationnels d’inégalités linéaires offrent un bon
rapport précision/coiit. Cependant ils se révélent inadaptés a I'analyse de
trés grands programmes ol seuls des domaines de complexité linéaire ou
quasi-linéaire — comme les intervalles — passent a 1’échelle.

Pour les besoins d’analyses de programmes de grande taille |2, 7, 26], les
domaines faiblement relationnels comme les octogones ne sont pas utilisés
sur I’ensemble des variables mais sur des regroupements plus petits que nous
appellerons packs, assurant ainsi une complexité linéaire. Cependant cette
séparation engendre des pertes d’informations comme le montrent les deux
exemples suivants dans le domaine des octogones.

Exemple 1 On a les packs P, = {t,x,y} et P, = {t,x, 2z}, et les relations
Cy = {t <y,y <z} d'une part, et Co = {x < z,z <t} dautre part. La
complétion du pack 1 ajoute la relation ¢t < z, celle du pack 2 ajoute x < t.
Mais en I’absence d’échange d’informations relationnelles entre les packs, on
ne peut pas en déduire que t = x = y = z, ce qui est pourtant le cas.

Exemple 2 On a les relations suivantes : €1 = {y—t <2,z —y < 2},
Cy={r+2<4,z—2x<2,t— 2 <2} sur les mémes packs. La complétion
de P; n’ajoute que la relation x — ¢t < 4. Celle de P» ajoute, entre autres,
les relations z < 3,t+x < 6,t —x < 4,¢t < 5. Si on injecte la relation t < 5
dans le pack 1 et qu’on effecture une complétion, il en résulte, entre autres,
les relations ¢+t < 14 et x < 9. Cette derniére relation peut étre ajoutée au
pack 2 mais une nouvelle complétion n’apporte rien de plus. Si maintenant on
injecte au pack 1 les relations t4+x < 6 et t —x < 4 alors on trouve la relation
x < 5! On a ainsi montré que, méme si seules les contraintes d’intervalles
nous intéressent, I’absence de transfert d’informations relationnelles entre les
packs entraine une perte de précision.

1.4 Vers des domaines plus efficaces

Gréce a [1], on sait que la complétion du domaine des octogones sur les
réels comme sur les entiers peut se résumer a ’application d’un algorithme de
cloture de plus courts chemins (par exemple 'algorithme de Floyd-Warshall)
suivi d’une passe de renforcement en O(n?).

Le probléme APSP (all pairs shortest paths) est trés étudié en théorie
des graphes. De nombreux algorithmes ont été développés, de O(n?) (Floyd-
Warshall), a récemment O(n? log® log n/ log? n) [3]. Ces algorithmes sont par-
fois difficiles & implémenter, ou alors les constantes cachées sont importantes.
C’est pourquoi I'algorithme de Floyd-Warshall reste, sur les graphes complets
(le graphe des relations est souvent dense [26]), I'un des meilleurs en pra-
tique grace a sa simplicité. On peut donc améliorer la complexité théorique
du domaine des octogones mais difficilement sa vitesse en pratique.

3



Par ailleurs, certains algorithmes pour le probléme APSP sont plus effi-
caces sur des graphes creux ou ont été congus pour des formes de graphes
spécifiques, par exemple pour les graphes planaires en O(n?) [11]. Ceci nous
pousse a nous intéresser a d’autres formes de graphes pour les octogones. En
effet, un certain nombre de relations calculées par le domaine sont inutiles
et n’apportent aucun résultat intéressant, comme par exemple la différence
ou la somme de deux variables dont on ne connait que les bornes [26].

Le domaine que nous avons développé (section 3) exploite cette idée,
qui est généralisée, sous la forme d’un foncteur, a une classe importante
de domaines numériques abstraits dont nous avons défini le cadre formel
en section 2. Enfin dans la section 4, nous montrons comment optimiser ce
domaine dans le cas spécifique des octogones.

2 Domaines d’inégalités linéaires

Notations Dans la suite, on suppose fixé un ensemble fini de variables V o

{X1,..., Xy}, N représentera le nombre de variables. On note Q* = Q\ {0}
et Q% & {z € Q|z > 0}. Pour tout ensemble S, on note S} 'ensemble des
multi-ensembles de cardinalité n formés d’éléments de S.

Définition 1. Un support 2 de domaine d’inégalités linéaires est un sous-
ensemble de Uizl((@*){i} clos par sous-ensemble et clos par multiplication
par un scalaire positif de Q% . On dit de plus qu’il est k-relationnel s’il est

un sous-ensemble de Ule(@*){i}.
Les supports des domaines d’inégalités linéaires connus sont les suivants :

Intervals = Q*
Zones = Q" U Q% {{1,-1}}
ﬁCtagons d:‘af @* U Qj» {{_17 _1} 3 {_17 1} ) {17 _1} ) {17 1}}
Logahedrag = Q* U Q% {{il, :I:Qk} ’ —B<k< B} avec B € NU {+o0}
FVPI £ Q* u (Q*)#

Octahedra = U Qr {1, 1}{k}
k>1
Polyhedra = U (Q*) 1+

k>1

Définition 2. L’ensemble des inégalités d’un domaine de support Z sur
I’ensemble de variables V est défini par

k
Dy dof {True, False} U U {Zami <d

k>1 (=1

{al,...,ak}e@,xiev,de(@}

avec True & 0 <1 et False ) < —1.



Définition 3. L’ensemble des valeurs d’un domaine de support & sur un
ensemble de variables V est défini par Dy < PF(2y).

Définition 4. Sic = Y ajz; < d, et si ¢ # True et ¢ # False alors la
concrétisation de ¢ est un demi-espace de Qv

Ic] d:ef{(Ul,...,UN)eQN

n
Zaiui < d,xj =X; = Uj = Uz}
=1

[0] = [{True}] = [True] & QN [False] &
La concrétisation d’une valeur C' = {cy,...,¢,} est U'intersection de la
concrétisation de ses éléments [C] = N, [e]-

Définition 5. On définit une relation de préordre sur les valeurs de Dy, par
Cy E Oy si [C1] € [C2]. On définit également une relation d’équivalence
Cy = Oy si et seulement si C F Cy et Oy F C, c'est-a-dire [C1] = [C2].

Définition 6. On définit les variables d’une inégalité linéaire comme l’en-
semble des variables pour lesquelles le coefficient est non nul. Si ¢ = ap Xy +
..+ anXy < d, alors vars(c) & {X; € V] a; # 0}. Pour un ensemble d’in-

égalités linéaires, on définit vars(C) <= Ueec vars(c).

Définition 7. Soit un ensemble de variables X C V, on définit la restriction
d’une valeur d’'un domaine sur cet ensemble de variables par :

Tx(C) ¥ {c e C|vars(c) C X}
Définition 8. Un opérateur d’oubli (ou encore opérateur de projection)
de Dy est une fonction 3 : P(V) — DyPV telle que YO, € Dy, VX =
{Xiy,- . X5, } €V, onadx(Ch) = Cy tel que vars(Cy) CV\ X et

[C2] = {(w1, .. i —1, G0, Wiy 41, - o Wiy —15 Ay Wiy 15 - - - UN)

|(11,...,CLn EQ, (U1,...,UN) S HCIH}

Définition 9. On dit qu’un domaine Dy, est stable par élimination de va-
riable si ¥V c1,co € Dy tels que ¢1 = Zfil a; X; <di, cog = Zfil b; X; < dj et
que 3j tel que 1 <j < N, a; <0etb; >0,ona (bjci +ajcz) € Dy.

Les domaines Zntervals, Zones, Octagons, Logahedra.,, T VPI ainsi que
‘Polyhedra sont stables par élimination de variable.

Si|V| >3et 1< B < oo alors le domaine Logahedrag n’est pas stable
par élimination de variable. En effet X; — 28X, < 0et Xy — 2X3 < 0 sont
dans Logahedra g mais leur somme normalisée X — 2B+1 X < () ne est pas.

Si [V| > 3 alors le domaine Octahedra n’est pas stable par élimination de
variable. En effet X7 + X9 <0 et — X7 + X9 4+ X3 < 0 sont dans Octahedra
mais leur somme 2X5 + X3 < 0 ne l'est pas.

Théoréme 10. Si Dy est stable par élimination de variable alors 1’élimina-
tion de Fourier-Motzkin est un opérateur d’oubli.



Abstraction Sur Q, il n’existe pas de meilleure abstraction, par exemple
pour X x X < 2. Nous appellerons & 'abstraction partielle définie, lorsque
cela a un sens, par la cloture topologique de I'enveloppe convexe.

Définition 11. L’intersection entre valeurs de Dy est définie de maniére
. . L o, def

exacte comme 'union des ensembles d’inégalités : Cy NPy Cy = C1 U Cs.

L’union entre valeurs est définie comme étant la meilleure abstraction

C1UPy Gy € a([Ci] U [Cy)).

Théoréme 12. L’ensemble (Dy/=,k, PV MPv False, True) est un treillis.

3 Le foncteur de domaine

Nous allons construire un nouveau domaine numérique abstrait en nous
basant sur un domaine numérique abstrait relationnel, parmi ceux existant
comme les zones, les octogones, les logaédres, les TVPI, les octaédres ou
les polyédres, mais auxquels pourront venir s’ajouter a l’avenir d’autres do-
maines présentant les bonnes propriétés.

3.1 Propriétés du domaine sous-jacent

On suppose que le domaine de base est un domaine numérique abstrait
sur Q, c’est-a-dire la donnée de :

— un support Z 5 {—1,1}, ainsi les zones sont inclues dans le domaine, en
particulier il est possible de représenter des égalités,

— le domaine Dy, correspondant & ce support, ainsi qu’une représentation de
ses éléments sur un ordinateur,

— un algorithme efficace de comparaison des éléments abstraits,
. : [
— une correspondance de Galois partielle P(V — Q) <—= Dy,
(03
— des algorithmes efficaces pour calculer : I’élimination de variable 3PV et
I'intersection MPv de facon exacte, une abstraction correcte de 'union

UPv, des élargissements VPV et éventuellement des rétrécissements APV,

3.2 Packs et graphes

Nous voulons restreindre le domaine D a certaines relations choisies au
lieu de toutes les relations exprimables dans le domaine.

Définition 13. Un ensemble de packs est un ensemble de sous-ensembles de
variables de V, P = {Py,..., Py, | P, C V} tel que J;~; P; =V, et pour tous
i#j,ona P, ¢ P;.

Définition 14. On définit le graphe des packs par Gp = (P, F)ou (P, Pj) €

F si et seulement si i # j et P; N Pj # (). On appelera frontiéres ces P; N P
non vides.



On demande de plus que le graphe des packs soit un arbre, c’est-a-dire
qu'’il existe exactement un chemin d’un pack a un autre dans ce graphe (notez
qu’il est possible, sans trop de difficultés, d’étendre les opérations aux cas
ou le graphe est une forét).

Ceci implique qu’une variable apparait dans au plus 2 packs. Pour faire
apparaitre une variable dans 3 packs Pi, Py, P53 (dans le graphe des packs
P,—P>,—P3), on en fera une copie dans P, et on maintiendra une contrainte
d’égalité entre ces deux copies.

Dans la suite, nous utiliserons les variables m & |P| < N pour désigner le
nombre de packs, p = maxj<i<m |P;| < N pour la taille maximale d’un pack,

et f< maxi<i<j<m |P; N Pj| < p pour la taille maximale d’une frontiére.

3.3 Le foncteur

Nous appelons ce domaine TreeKs car, dans le cas d’'un domaine 2-
relationnel, le graphe des relations a la forme d’un arbre de graphes complets
(habituellement notés K).

TreeKsh < {c € Dy|Ti,vars(c) C P} TreeKsB = PF(TreeKsP)

L’ensemble (TreeKsB/=,F, I_IT’"“KS?, MPv, False, True) est un trellis et on a

. gl
la correspondance de Galois : Dy — TreeKsE.
e}

Définition 15. On définit I’hypergraphe des contraintes d’'une valeur C' =
{c1,...,cn} de TreeKsD par Hp(C) = (V, E, €) ou les hyperarétes non orien-
tées sont B = (J, {X C P;|3 ¢ € Dy,vars(c) = X} et £ est un étiquetage
des hyperarétes ((e) < {c € C'|vars(c) = e}.

3.4 Le foncteur de représentation

La représentation précédente des valeurs convient bien aux domaines
ol la représentation est creuse et ol les contraintes sont stockées dans les
arétes d’un graphe, comme pour le domaine des TVPI. Mais, généralement,
on conservera la représentation des contraintes du domaine sous-jacent, en
associant a chaque pack une valeur abstraite.

Par exemple, pour les octogones nous préférerons garder la représentation
originelle [22| ou chaque variable utilise deux sommets et les contraintes sont
stockées dans une demi-matrice d’adjacence.

Les relations aux frontiéres apparaitront donc deux fois, notre représen-
tation sera redondante mais plus efficace a utiliser dans les algorithmes.

Nous définissons ce nouveau domaine comme le produit cartésien du do-
maine sous-jacent oul tous les 1 ont été fusionnés en un seul :

Dp & (Dp, \ {L771}) x ... x (Dp, \ {L7P}) U {Lp,}



L’ensemble (Dp/=p,,Cp,,Ubp,Mpps LDy, TDp) OU
Vv EDP W <d:ef> Vi,vi ED Wy (TDp)i d:ef TD
V=p, W N vip,wCEp, Vv 1pp Epp X
(vUp, w); s Up w; lp, I_IDPXd:CfXI_IDP lp, Ery
def

def def
(VI—IDP W)Z = v; I'p w; 1pp Mppx =x0p, Lpp, = LDy

s : gl
est un treillis et on a la correspondance de Galois : TreeKsD <~ Dp.
«

Définition 16. Comme cette représentation est redondante, nous dirons
qu’'une valeur est cohérente si et seulement si pour tous i, j, on a T p,np, (v;) =
Tpnp; (v;) (ceci ne prend vraiment de sens qu’au niveau des frontiéres).

Théoréme 17. Si 3P et NP sont exactes alors pour toute valeur v, il est
possible de construire une valeur cohérente coh(v) telle que v = coh(v).
En effet, il suffit de faire pour tous 4, j, v; < v; NP Elgi\Pj (vj).

3.5 Complétion

Le but de 'opération de complétion est de rendre explicite les relations
implicites. C’est une opération nécessaire a la plupart des autres opérations,
sa complexité détermine l'efficacité du domaine.

Dans le cas de TreeKs, la complétion a but supplémentaire : celui de
transférer les informations entre les différents packs.

Définition 18. On dit que C est Z-complet si pour tout ¢ € Py, C F ¢
implique Tyqp(c)(C) F c.

Définition 19. On dit qu’un domaine D est complétable si pour toute valeur
C de Dy, il existe C' € Dy tel C' = C et C' est P-complet.

Si D est complétable, on notera D’ I'ensemble de ses valeurs Z-complétes.
Si D posséde une opération de complétion, on notera compléte cette fonc-
tion. Dans les autres cas, on prendra D’ égal a D et compléte sera 'identité.

Un moyen simple de compléter une valeur V.= (Cy,...,C),) € Dp est
d’utiliser la complétion de Dy. On pose V* = complate?V(C1 U...U Cy,).
Alors V' = (mp,(V*),...,7p, (V*)) € D et V' = V. Mais on perd tout
I'intérét de la restriction & un sous-graphe de relations.

Une complétion pack & pack est cependant insuffisante. Supposons que
(CLCQ) € Zones{Pl,Pg}upl = {.’L‘,y,Z} , Po = {y7zvt}7cl = {x <y,z< :L'}
et Cy = {y < t}. complete(C)) = {x < y,z <z,z <y} et complete(Cs) =
{y <t}. Alors que complete(C1 UCy) ={x <y,y<t,z<z,z<y,z<t}
La complétion de P; fournit des informations & injecter dans P» et vice versa.

Le théoréme suivant, dont la preuve est basée sur le lemme de Farkas,
montre que les échanges entre packs restent toutefois limités.

Théoréme 20. Soient C' € D), X CV, C" € Dy tel que (mx(C)UCT)
D'y, et enfin ¢’ € D}, tel que ¢’ = (CUCT). Alors VY C X, my(C”)
my(CUCT).
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Ce théoréme signifie que si 'on ajoute & une valeur compléte des nou-
velles contraintes complétes sur un sous-ensemble et que le tout est complété
& nouveau alors les contraintes du sous-ensemble ne peuvent pas étre amé-
liorées. L’algorithme suivant utilise ce théoréme pour construire efficacement
une complétion.

Algorithme de complétion On choisit arbitrairement une racine dans
I’arbre des packs et on oriente cet arbre de sorte que les arcs soient dirigés
de la racine vers les feuilles. Quitte a réordonner les packs, on supposera que
la racine est Py et que s’il y a un arc de P; vers P; alors i < j. pére(i)
désignera le pack pére du pack P; dans cet arbre orienté (indéfini pour P ).

Fonction completeP?(Cy,...,Cp)

pour i < m a 2 faire {des feuilles vers la racine}
C; < complatel? (Cy)
si C; = LPP alors retourner PP
Cpére(i) A C’pére(i) U WPpére(i) (Cz)

Oy < complate?n (C)

si C; = LPP1 alors retourner PP

pour i < 2 & m faire {de la racine vers les feuilles}
Ci + C;U Tp; (Cpére(i))
C; + completel? (Cy)
si C; = LPP alors retourner PP

retourner (C1,...,Cp,)

Complexité Si A, est le cott de la complétion d’un pack de taille p et
By s est le cotut de la projection et de I'union d’un pack de taille < p sur
un pack de taille < p, avec une frontiére de taille f, alors le cotit C), y de
I’algorithme de complétion est borné par :

m m
A‘P1| + 2 Z A|P’L| + 2 Z Bmax(lpi‘v|Ppére(i)Dvlpimppére(i)' S 2m(Ap + Bp7f)
=2 =2

Pour une taille de packs fixée, notre algorithme de complétion a une
complexité linéaire en le nombre de variables, et ce quel que soit le domaine
sous-jacent. Si ce dernier propose une complétion incrémentale [13], alors
celle-ci pourra remplacer la complétion globale dans la seconde boucle. Notre
algorithme s’en trouvera accéléré mais sa complexité restera inchangée.

3.6 Opérateurs sur les ensembles

De maniére générale, les opérateurs sur Dp seront définis & partir des
opérateurs sur D. Cependant, dans les opérateurs sur D, chaque fois qu’une



complétion est nécessaire, c’est en fait notre complétion qui devra étre utili-
sée. On devra donc s’assurer de la complétion des arguments avant d’appeler
ces opérateurs — on considérera que c’est le cas dans la suite.

Les tests d’inclusion et d’égalité ne posent pas de probléme et se font point-
a-point sur des arguments complets. S’ils sont exacts sur D alors ils le sont
aussi sur Dp.

L’intersection étant exacte (il s’agit d’une union de contraintes), elle est
étendue point-a-point sur chaque pack et reste exacte.

Théoréme 21. Si UP est la meilleure abstraction de I'union dans D alors
LPP | extension point-a-point de UP sur chaque pack de P, est la meilleure
abstraction de 'union dans Dp.

3.7 Fonctions de transfert

Opérateur d’oubli Oublier des variables (c’est-a-dire projeter sur un es-
pace qui ne contient pas ces variables) se fait facilement a partir d’une valeur
compléte en oubliant toutes les contraintes qui concernent ces variables.

Extraction de contraintes On part d’une valeur (C1,...,C,,) compléte.
Supposons que I'on veuille extraire ’ensemble des contraintes existantes entre
les variables d’un ensemble X C V, 1 < |X| < N. Si toutes ces variables sont
dans le méme pack (c’est notamment le cas si |X| = 1 pour l'extraction
d’intervalles) alors une simple projection suffit. Dans le cas contraire, les
choses se compliquent. Pour chaque pack P;, posons X; Exn P;. Quitte a
changer de racine, on supposera que Xy # 0.

Fonction extraitPr(Cy,...,C,,, X)

Viim 0
Dl..m — @
pour ¢ < m a 2 faire
Vi < ViU &)
si V; # () alors
Vi)ére(i) — V;)ére(i) Uv;
Dpére(i) — Dpére(i) U WWU(PiﬂPpérem) (compléteD(Pz‘UVz‘) (CZ U Dl))

retourner Ty (complete(1ux) (Cy U Dy))

Cette fonction a un cotit borné par D), r = m(A, 4 x| + B ), (7+1x])-
Ainsi, pour une taille de packs fixée et un nombre de variables d’intérét borné,
cette fonction a une complexité linéaire en le nombre total de variables. Si
|| = 2 alors on peut méme borner le cotit par D, ; = d(Ap2+Bpya) (142)):
colit linéaire en le diamétre de ’arbre des packs.

Ajout de contraintes Si toutes les variables de la contrainte a ajouter
sont dans un unique pack alors on peut ajouter la contrainte dans ce pack
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uniquement. Dans le cas contraire, il faut extraire de cette contrainte d’autres
contraintes que ’on peut ajouter aux packs de maniére indépendante. L’al-
gorithme suivant ajoute a une valeur (C1,...,C),) compléte toutes les in-
formations exprimables dans TreeKs” que I’on peut tirer de la contrainte c.
On gardera les mémes notations, mais cette fois X = vars(c).

Fonction ajout??(Cy,...,Cpnp,c)
Viim <0
Dl..m < @
pour i < m a 2 faire
Vi ViU Xy
si V; # () alors
Vi ViU (PZ N Ppére(i))
‘/pére(i) — Vi)ére(i) uvV;
Dpére(z‘) — Dpére(i) U W‘/i(compléteD(PiUVi) (Cz U DZ))
Dy + vy, (complateP™1vv) (Cy U Dy))
pour i < 1 a m faire
si V; # () alors
‘ C; + C; U Wpi(Do)
retourner (C1,...,Cp,)

Cette fonction a un cofit en pire cas borné par E, ; = m(Amf+p+\X\ +
B t4ptix))- Si |[X] = 2 alors on ce coiit est généralement linéaire en le
diamétre du graphe, on peut le borner par E;J = d(Agf+p + Baf+p). On
essaiera donc d’éviter ’ajout de contraintes entre variables éloignées.

3.8 Elargissement, rétrécissement

L’élargissement peut s’opérer point-a-point en appliquant ’élargissement
du domaine sous-jacent & chaque pack indépendamment. La convergence en
temps fini des chaines croissantes est donc immédiatement assurée. Cepen-
dant les valeurs ainsi formées peuvent ne pas étre cohérentes, ni complétes.
Il ne faut néanmoins pas chercher a les rendre cohérentes ou a les compléter
car cela peut mettre en danger la convergence [22]. En effet ’élargissement
consiste a relacher des contraintes vers 4+oo alors que la complétion a un
but inverse, le probléme est le méme pour la cohérence car elle s’obtient par
intersection.

Si le domaine sous-jacent posséde un rétrécissement alors on peut éga-
lement obtenir un rétrécissement en l'appliquant pack & pack indépendam-
ment.

4 Application aux octogones : TreeKs?cte9ons

Nous montrons ici comment utiliser notre foncteur sur le domaine des
octogones et donnons des algorithmes optimisés pour ce cas précis.
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Tout d’abord, rappelons que le domaine des octogones [22] permet d’ex-
primer toute conjonction de contraintes de la forme £X; + X; < d. Un
octogone sur V peut étre représenté par une DBM m de dimension 2V, c¢’est-
a-dire une matrice 2N x 2N sur Q ) QU{+o0}, ou de maniére équivalente un

graphe de potentiel avec des noeuds dans V' & {X1, X5, ..., X 1, Xy o
{Xf,Xf, . ,X]J\FI,XK,}, traduisant pour tous 1 < 4,5 < 2N la contrainte

Vj’ — V! <my;. On définit 7% i+ 1sii est impair et 75 i — 1 si 4 est pair.

Les contraintes d’intervalles X; € [a, b] sont codées sous la forme X, —
X" < —2aet X;"—X; <2b, cest-a-dire X}, — X}, | < —2aet X}, | —X}, <
2b. Toutes les autres contraintes ont une double représentation : X! — X j’ <d
et X7— X7 < d, par exemple X;L—Xj_ <det X;—Xi_ < dpour X;+X; <d.

On rappelle également que la complétion d’un octogone se fait par une
phase de cloture de plus courts chemins (qui assure que V1 <1, 5,k < 2N,
m;; < my, + my;), puis par une phase de renforcement [1| qui assure que
V1<14,7 <2N, m;; < %(mﬁ + mj—j).

L’application de TreeKs au domaine des octogones donne le domaine :

Octagonsp = (DBMp, x ... x DBMp, ) U {Loctagonsp }

4.1 Complétion amélioriée

Pour les octogones, nous avons A, = O(p®) et B, y = O(f?). La complé-
tion a donc un coiit O(mp?) = O(Np?), qui, pour une taille de pack fixée,
est linéaire en le nombre de variables. Plus précisément [1] Ap = 16p> + 8p?
et By ;= 4f? < 4p®. Soit un total CSf" = 32mp* + 24mp?.

Une ameélioration [1] consiste a n’utiliser dans un premier temps que la
cloture de plus courts chemins (de cott A} = 16p®) et seulement 4 la fin le
renforcement (de cotit R, = 8p?), mais le gain est négligeable. Par contre
si 'on utilise dans la seconde boucle une cléture de plus courts chemins
incrémentale (de cott AL = 16 f(p* — f?)) présentée ci-dessous alors le cofit
devient C’OCt =m(A, +Am +2B,, ;+Rp) = 16mp3+16mf(p?— f2)+16mp>.

Soit un galn de 30% (pour des frontiéres de taille proche de p/2) a 50%
(pour de trés petites frontiéres)!

Cléture de plus courts chemins incrémentale

pour i < 1 &4 2N — 2f faire

pour j < 2N —2f +1 a 2N faire

pour k< 2N —2f + 1 a 2N faire
m;; <— min(m,-j, m;; + mkj)
mj; < min(mji, m;g + 1’1’1]%>

pour j < 1 4 2N — 2f faire

pour k< 2N —2f + 1 & 2N faire

‘ m;; <— min(mij, m;; + mkj)
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Cet algorithme s’applique & une matrice 2N x 2N close (pour la cloture
des plus courts chemins) dont le carré 2f x 2f droit inférieur a été amélioré
(c’est-a~dire est point-a-point inférieur) et clos indépendamment.

4.2 Extraction de contraintes

Supposons que l'on parte d’une valeur compléte o = (m!,..., m™) sur

Octagonsp et que l'on veuille extraire toutes les contraintes concernant les
deux variables 1 et x4 € V, c’est-a-dire les bornes de x1 — x4 et de x1 + z4.
Si les deux variables sont dans un méme pack alors le résultat est immédiat.
Sinon, quitte a renommer les packs, on supposera que x1 € P; et x4 € P, et
que le chemin de P; & P, dans Gp est formé des packs Py, P, ..., P;_1, P,
(¢ < d, le diamétre du graphe). On suppose donnée une fonction indp, ()
qui donne l'indice de la variable x dans le pack P;, et on note F} = {:cf, ] },
Fi=PNPsi2<i<qget Fypq = {x;,x;} les frontiéres.
L’extraction de contraintes utilise la fonction auxiliaire suivante :

Fonction plusCourtsCheminsAuxFrontigres(m!, ..., m™, 1, z,)
£, <0 £, + 400 { fiij représente le plus court chemin de
fi, <0 fi | < +o0 zT ala j° variable de la frontiere F; }

pour i < 1 a g faire
pour j < 1 & |F4| faire
+ : + i
f(i+1),j A mln1§k§|Fi‘ fi,k + m:'i.ndpi (Fi(k)),indpi (Fz+1(]))
_ . _ i
f(i+1)7j — ming<p<ipy £ + M indp, (F;(k)),indp, (Fit1(4))
retourner f

En résumé, il s’agit d’un algorithme dynamique qui calcule les plus courts
chemins de mf et ] a chacune des variables des frontiéres qui séparent
le pack Py du pack P,;. La complexité en pire cas de cet algorithme est
O(df?). Lillustration ci-dessous montre un exemple avec ¢ = 3 et f = 2. Les

étiquettes (£, f5,, et m? _,) font référence aux fléches en

indp3 (F3 (4)),indp3 (:)33 )
gras.

Frn Y R Y B Y R )
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L’extraction de contrainte a donc la méme complexité et s’exprime sim-
plement :

Octagons 1
tocEonse(mt L., m™, xq, z4)

f <+ plusCourtsCheminsAuxFrontigres(m!, ..., m™, 1, z,)

+ 1,4 - 1,4
bi < Qmindpi(:vi),indpi(fri) bl A 2mindpi(f:pi),indpi(:pi)
- + - +
_fq+1,2 < Tg— X1 < fq+1,1 _bl <z < bl }

- - — +
—fp Sagtar<f,,, by <xy<b;

Fonction extrai

retourner {

4.3 Ajout de contraintes

Encore une fois, il n’y a de probléme que lorsque les variables ne sont pas
dans un méme pack. Lorsque 'on part d’une valeur compléte, ajouter une
contrainte a le méme cotit O(df?) qu’extraire une contrainte. Nous suppose-
rons que c’est la contrainte z1 + x4 < d qui est ajoutée, mais tous les cas se
traitent de la méme fagon. Rappelons que cette contrainte correspond a la

foisaxf—xq_ §deta$3‘—azf <d.
Fonction ajout®ct&nsr(m! ... m™, =], x,, d)
f + plusCourtsCheminsAuxFrontiéres(ml, con, m™ 2, wq)
g < plusCourtsCheminsAuxFrontiéres(m!, ..., m™, x,, 1)
pour i < 1 a g faire
pour j < 1 a |F;| faire
pour k < 1 a |Fj ]| faire
M4 p (Fig (k) indp, (F(5) $ mln(mindpi(Fl-_H(k)),inde. (Fi(j))
+ +
' gz'grl,l% +d+ fm‘)
K3 3 K]
Mg, (7 () indp (Frga () € Mg, (7). ma, (P ()

8it1k T d+ fzfj)
retourner (m!,..., m™)

Cet algorithme projéte sur tous les arcs, entre deux frontiéres successives
dans le chemin de P; a P, la meilleure contrainte qui peut étre déduite de
I’ajout de la contrainte entre xf et g .

L’illustration ci-dessous montre un exemple avec ¢ = 3 et f = 2, mais un
seul sens est représenté. La fleche de x5 a xf indique la contrainte que I'on
souhaite ajouter. La fléche de 25 & F3(2) représente la méme contrainte que
la fleche de F3(1) a x5 .
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4.4 Elargissement

Au lieu de 'élargissement syntaxique de [22], [1] propose un élargisse-
ment sémantique basé sur ’élargissement standard des polyédres. Il prétend
qu’un tel élargissement s’applique également aux autres domaines d’inéga-
lités linéaires et en donne une application pour les octogones. Comme cet
élargissement est basé sur une réduction des plus courts chemins, il s’adapte
également aux octogones restreints a un sous-graphe.

4.5 Exemple de packs

Reprenons l'exemple 2 page 3. Dans cet exemple (B), les contraintes
que 'on possédait étaient toutes exprimables avec la répartition donnée des
packs, donc il n’y a pas eu de perte de précision.

(A) z (B) T

T Yy Z Y

t t
Plz{x,hz},Pg:{x,y,z} Plz{x,t,z},Pzz{Z,y,t}

Si maintenant les packs sont comme en (A) et que 'analyseur génére la
séquence de relations suivantes (arétes en gras sur les diagrammes) : ¢; =
t—z2<2,co=x+2<4,cs=z—x<2,cs=x—y<2etcy=y—1t<2
alors, dans un premier temps, les trois premiéres contraintes sont simplement
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ajoutées (et donnent par complétion t +x < 6, t —z <4, t+2 <8, 2 <3,
t <5). Lors de I’ajout de la quatriéme contrainte, celle-ci n’est pas conservée
mais permet tout de méme d’ajouter les contraintes z —y <4 et t —y < 6.
La cinquiéme contrainte ajoute y — 2 <4, y+ 2 <10,y < 7, y+¢ <12 et
z —t < 6. Mais sans la possibilité d’exprimer une relation entre x et y, il est
impossible de donner une borne sur x !

Notre domaine est moins précis que les octogones, mais seulement dans
les cas ot les contraintes utiles ne sont pas exprimables. Il peut donc se
révéler aussi précis que les octogones dans de nombreux cas, mais avec une
vitesse bien supérieure.

5 Conclusion

5.1 Conclusion

Nous avons développé un nouveau domaine numérique abstrait sous la
forme d’un foncteur. Ce nouveau domaine se base sur n’importe quel do-
maine numérique qui rentre dans le cadre des domaines d’inégalités linéaires
que nous avons défini, qui inclut un certain nombre de domaines existants,
notamment les domaines faiblement relationnels comme les octogones ou les
TVPI, mais reste également ouvert a de futurs domaines.

Ce domaine est fondé sur une restriction de la forme et du nombre des
relations exprimables afin d’accélérer les opérations du domaine tout en as-
surant que ces opérations restent les meilleures possibles.

Nous avons fourni des algorithmes prouvés corrects et efficaces pour les
différentes opérations du domaine. Ces algorithmes, et notamment 1’algo-
rithme de complétion, se basent sur les fonctions du domaine sous-jacent
mais, grace a la réduction du nombre de contraintes, possédent une com-
plexité linéaire en le nombre de variables, permettant ainsi I’utilisation de ce
domaine dans I'analyse de programmes de trés grande taille.

Une implémentation de notre domaine est en cours au sein de la biblio-
théque de domaines numériques Apron [16], utilisée dans I’analyseur Inter-
proc [18]. Cependant notre implémentation demande certaines modifications
importantes & la fois dans Apron et Interproc car ni I'un ni 'autre n’étaient
prévus pour accueillir un tel domaine sous forme de foncteur, ni méme de
domaine paramétrable par une répartition des variables en packs.

5.2 Extensions

Stratégies de génération des packs Un point que nous n’avons pas
abordé est la fagon d’organiser les variables du programme en différents
packs. D’un co6té il y a des impératifs de colt que sont la restriction de
la taille des packs, pour assurer une complétion en temps linéaire, mais aussi
celle de la taille des frontiéres et du diamétre du graphe, lors de I'ajout de
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contraintes. D’un autre c6té la précision du domaine dépend beaucoup de
ces parameétres. Plus les packs sont grands, plus il y a d’informations. Et ces
informations sont d’autant mieux propagées que les frontiéres sont grandes.
Le diamétre de I'arbre de packs peut par contre toujours étre restreint a 3.

A ces contraintes de forme sur le graphe s’ajoutent des contraintes d’ex-
pressivité. Les variables qui forment des relations utiles doivent se trouver
dans le méme pack ou étre proches. Des stratégies de génération de packs se
basant sur des relations syntaxiques ont déja été développées pour des packs
non reliés |7, 26| et peut constituer une premiére approche a la formation
des packs dans notre domaine.

Comme le propose [26], I'idéal sera peut-étre a terme d’utiliser des packs
dynamiques qui évoluent au cours de ’analyse en fonction des relations qui
apparaissent.

Autres supports Il est 1égitime de se demander s’il est possible de former
de nouveaux supports de domaines numériques effectifs. Par exemple, en
fixant la dimension a 3 nous pouvons obtenir des octa¢dres 3D. Cependant ce
support ne permet pas d’effectuer une complétion par propagation d’un petit
nombre de contraintes. Les contraintes ¢; = 1 + 22 <0, cg = 3 + 24 < 0,
c3=x9+x3—2x4 <3, cq4 =21 — x4 <0 n’impliquent par somme de deux ou
trois contraintes que co+c4 = x1 +2x3 < 0 alors qu’une complétion donnerait
aussi 2¢1+2ca+c3+cq4 = r1+ax2+x3 < 1. La recherche de nouveaux supports
entre les zones et les polyédres permettra d’affiner le curseur précision/conit,
et tout nouveau support pourra efficacement étre utilisé grace a TreeKs.

Il serait également intéressant d’adapter notre foncteur a d’autres types
de domaines, en commencant par des domaines convexes, comme les ellip-
soides [10]. En effet, les domaines convexes peuvent étre considérés comme
des domaines d’inégalités linéaires généralisés, out I’on autorise un nombre
infini de contraintes par valeur. L’adaptation & des domaines non convexes
demandera certainement plus de travail et ne pourra probablement pas étre
généralisée mais reste envisageable car c’est avant tout une méthode efficace
pour faire de tout domaine un domaine scalable.
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